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МЕХАНИКА ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ ВАГОНОВ СО СВОБОДНОЙ И ЖЕСТКОЙ 
НАСАДКОЙ КОЛЕС И РЕЛЬСОВОГО ПУТИ С ГОРИЗОНТАЛЬНЫМИ И 
ВЕРТИКАЛЬНЫМИ ПЛАВНЫМИ И СТУПЕНЧАТЫМИ НЕРОВНОСТЯМИ 
 
В.В. Говоруха, Институт геотехнической механики НАН Украины, Украина  
 
Рассмотрен метод исследований и способ математического моделирования процесса вза-
имодействия двухосных вагонов со свободной и жесткой насадкой колес и рельсового пути с 
горизонтальными и вертикальными плавными и ступенчатыми неровностями. Приведены 
результаты исследований динамических показателей, колебаний и устойчивости движения 
при различных конструктивных решениях и вариантах построения расчетных схем вагонов. 
Установлено явление резонанса, обусловленное близостью частот вынужденных и собствен-
ных колебаний транспортной системы.  
 
Введение. Большое многообразие решаемых задач механики горного рельсового транс-
порта [1-7] и др. основаны на известных методах механики железнодорожного рельсового 
транспорта [8-12] и др., где процессы механики взаимодействия транспортных средств бази-
ровались на принципе жесткого крепления колес на осях колесных пар.  
В отличие от железнодорожного рельсового транспорта в промышленном рельсовом 
транспорте подземных горных предприятий на двухосных, четырехосных вагонах и секци-
онных поездах, колеса имеют свободные повороты на осях колесных пар. Такие технические 
решения вызваны сложными подземными горно-геологическими условиями и соответствен-
но криволинейными участками рельсового пути или стрелочных переводов с малыми радиу-
сами кривизны 8,0–50,0 м.  
Принятое допущение о жесткой насадке колес для подземного горного рельсового транс-
порта некорректно в случае традиционного использования вагонов, колеса которых имеют 
свободные повороты на осях колесных пар. 
Поэтому ниже приводится метод исследований и способ математического моделирования 
процесса взаимодействия двухосных вагонов со свободной и жесткой насадкой колес и рель-
сового пути, учитывающие специфику крепления колес на осях колесных пар в соответствии 
с фактической конструкцией подвижных единиц. При этом рассматривается движение ваго-
нов по рельсовому пути произвольной кривизны с горизонтальными и вертикальными плав-
ными и ступенчатыми неровностями, а также отступлениями по ширине колеи. В механике 
подземного рельсового транспорта горных предприятий эти вопросы ранее не рассматрива-
лись. 
Постановка задачи. Для практического применения результатов исследований механики 
транспортных систем подземного горного рельсового транспорта одной из важных задач яв-
ляется выбор правильных расчетных схем и методов исследования процессов взаимодей-
ствия подвижных единиц и рельсового пути, соответствующих конструктивным особенно-
стям средств подземного рельсового транспорта и условиям эксплуатации, а также установ-
ление показателей нагруженности, устойчивости и безопасности движения двухосных ваго-
нов.  
Объект и методы исследований. В качестве объектов для исследования приняты двухос-
ные вагоны колеи 750 и 900 мм с жесткой и свободной насадкой колес на осях колесных пар, 
а также рельсовый путь горных предприятий, включающий прямолинейные участки, пере-
ходные и круговые кривые с плавными и ступенчатыми неровностями рельсовых нитей в го-
ризонтальной (поперечной) и вертикальной плоскостях с наличием отступлений по ширине 
колеи.  
Двухосный вагон представлен механической системой, состоящей из твердых тел (кузова, 
рам тележек, колесных пар или осей колесных пар и колес, свободно насаженных на эти 
оси), соединенных упруго-диссипативными, жесткими или шарнирными связями. Свойства 
связей характеризуются упругостью с коэффициентом k, вязким сопротивлением   и сухим 
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трением с силой трения F. На рис. 1 представлена расчетная схема двухосного вагона со сво-
бодным вращением колес относительно осей колесных пар.  
Расчетная схема двухосного вагона с жесткой насадкой колес на осях колесных пар имеет 
аналогию с расчетной схемой, показанной на рис. 1 за исключением жесткого объединения в 
одно целое пары колес и оси колесной пары (рис. 1, узел А, узел Б). 
 
 авид сбоку; бвид сверху; ввид с торца 
Рис.1 – Расчетная схема транспортной системы со свободным  
вращением колес относительно осей колесных пар  
 
Путь под каждым колесом транспортного средства представлен цепочкой твердых тел в 
вертикальном и поперечном направлениях, моделирующих основные составные его элемен-
ты (рельсы, подрельсовое основание, подшпальное основание), соединенные между собой 
упруго-диссипативными, жесткими или шарнирными связями. Учитывалось вязкое сопро-
тивление, пропорциональное относительной скорости перемещения твердых тел, и сухое 
трение между телами (рис. 1). Рассмотрен также случай, когда путь представлен одним твер-
дым телом в вертикальном и поперечном направлениях, присоединенным к каждому колесу 
с помощью упруго-диссипативных связей [13].  
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Для математической модели, описывающей движение подвижного транспортного сред-
ства по рельсовому пути с произвольным очертанием рельсовых нитей, выбрана одна непо-
движная система координат О~ , а для каждого твердого тела системы – по две подвиж-
ные системы координат: естественная Oxyz и неизменно связанная с твердым телом Сx’y’z’ 
(рис. 2). Положение такой системы координат в соответствии с рис. 3 описывается дуговой 
координатой вдоль оси пути s, углом   между касательной к оси пути и неподвижной осью 
О~ , углом наклона h поверхности пути в поперечной плоскости вследствие возвышения 
наружного рельса h. Сферическое движение формируют три угла: ~  =  + ; ; ~  =  + h, 
определяющие повороты главных центральных осей Cx, Cy, Cz относительно неподвижной 
системы координат [10–13].  
Линейные перемещение кузова вагона обозначим через xк., yк, zк  а угловые через к, к, к  
Поступательные перемещения x, y, z описывают соответственно подергивания, боковой от-
нос и подпрыгивания, а углы поворота , ,   виляние, галопирование и боковую качку. 
Перемещения элементов ходовой части подвижной единицы имеют аналогичные обозна-
чения с индексами n = 1, 2  для осей колесных пар, nj  для колес nх осей (j = 1, 2). Эти ин-
дексы приняты также для обозначения инерционных характеристик твердых тел, входящих в 
систему (масс, моментов инерции). Для перемещений и инерционных характеристик элемен-
тов пути рельсов, шпал и основания, находящихся под njми колесами, приняты такие же 
обозначения, как и для колес соответственно с индексами р, ш, о. 
 
 
Рис. 2 – Системы координат для математической модели  
подвижного транспортного средства 
 
 а  б 
 
а  жесткая насадка колес; б  свободная насадка колес 
Рис.3 – Схема движения колесной пары  
 
Уравнения связей исследуемой системы в подвижных системах координат Охуz имеют 
вид: 
xnj  = xn;   ynj = yn;   znj = zn  (1)n d1n;   nj = n;  nj = n;   n = к; 
xnjp = 0;    njp  = 0;   njp = 0;   njp  = 0;   z n1p = zn  d1n;  z n2 p = zn + d1n; 
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xnjш = 0;   njш = 0;   njш = 0;   njш = 0; 
xnjо = 0 ;   njо  = 0;   njо = 0;   njо  = 0.          (n = 1, 2;  j = 1, 2),  
где 2d1 – расстояние между средними кругами катания колес; 
r   радиус среднего круга катания колеса. 
За обобщенные координаты принимаются:  
xк,  yк,  zк,  к,  к,  к,  xn,  yn,  zn,  n,  n,  nj,  ynjp,  ynjш, ynjо,  znjш, znjо    (n = 1, 2;  j = 1, 2). 
Скорости перемещающихся твердых тел подвижной единицы в системе отсчета O 
определяются из соотношения: 
       .5,0cosyχ2)(χysζηξ 2222222222 hz
dt
dyxyxxsyxx h             
(1) 
Математические модели движения исследуемых систем были получены с помощью урав-
нений Лагранжа II рода. В общем виде уравнения движения вагона будет иметь вид:  
D + П + Ф = Q,        ( = 1, 2, … , n),     (2)
где D, П, Ф  дифференциальные операторы, соответствующие уравнениям Лагранжа II 
рода: 
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(3) 
где Q  обобщенные силы; соответствующие обобщенным координатам q; n  число 
степеней свободы системы; T, П, Ф – кинетическая, потенциальная энергии и функция рассе-
яния. 
При принятых исходных предпосылках выражения D, П, Ф можно представить в виде: 
 
D = f (m, I, q, q  ),    П = f1 (k, q) + Пh(q),    Ф = f2(, q ) + f3(F , q ), 
 
(4) 
де m, I  инерционные характеристики (массы и моменты инерции) твердых тел системы, 
kz, kzp, kzш и kzo, z, zp, zш, zo  коэффициенты жесткости упругих и вязкости диссипативных 
элементов соответственно вагона, рельсов, шпал и основания, Fz, Fzp, Fzш, Fzo  силы сухого 
трения в связях между твердыми телами соответственно вагона, рельсов, шпал и основания, 
Пh(q)  составляющая потенциальной энергии, обусловленная изменением высоты центров 
тяжести твердых тел при перемещениях q. 
Обобщенные силы Q определялись как функции сил взаимодействия между колесами и 
рельсами Рnj, Fуnj, Xnj в вертикальном, поперечном и продольном направлениях (здесь n  но-
мер колесной пары, j = 1, 2  номер колеса n-ой колесной пары). 
Отметим отличительные особенности определения сил Рnj, Fуnj, Xnj для случаев свободной 
и жесткой насадки колес на оси колесных пар. 
Силы Рnj, действующие на колеса в вертикальном направлении, в общих случаях вычис-
лялись одинаково и представляют собой сумму статических и динамических сил, определяе-
мых через динамические прогибы и их производные по времени и через коэффициенты 
жесткости и вязкости (или сил сухого трения) элементов рессорного подвешивания. 
Силы взаимодействия колес с рельсами в поперечном направлении Fуnj определялись как 
сумма сил псевдоскольжения в поперечном направлении ynj и сил бокового давления гребней 
колес на головки рельса ,
nj
nj
njnj dy
dr
PW   где rnj  приращения радиусов колес при их попе-
речном перемещении относительно рельсов уnj. 
Касательные силы взаимодействия колес с рельсами (силы псевдоскольжения) Fnj находи-
лись, исходя из гипотезы крипа с учетом нелинейной зависимости их от безразмерных ха-
рактеристик проскальзывания, из выражения: 
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(5) 
а составляющие сил псевдоскольжения Xnj, Ynj в продольном и поперечном направлениях 
следующим образом: 
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(6) 
где nj, xnj, ynj  безразмерные характеристики проскальзываний колес и их составляющие 
в продольном и поперечном направлениях, nj = 2/12 j2 )ε(ε ynxnj  , fnj  коэффициенты псев-
доскольжения, kf   коэффициент трения между колесами и рельсами [10–13].  
Составляющие безразмерных характеристик проскальзываний ynj определялись для жест-
кой и свободной насадок колес по формуле: 
ynj = ,ψ1 * njnjy   
а составляющая безразмерной характеристики xnj  из выражений:  
      

  
r
rd njj
njnj
j
xnj 1χψ1ε 11  – для жесткой насадки колес 
 
(7) 
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xnj
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rd  11χψ1ε 11 – для свободной посадки колес.  (8) 
Здесь    скорость равномерного движения транспортного средства, *njy  относительная 
скорость перемещения точек контакта колес и головок рельсов, 2а  база тележки (для безте-
лежечного экипажа  база экипажа), kn  кривизна пути под n-ой колесной парой, 2d1  рас-
стояние между средними кругами катания колес колесной пары, r  радиус среднего круга 
катания колес,  nj  угловая скорость, обусловленная кривизной пути под j-ым колесом n-ой 
колесной пары. 
Силы, соответствующие кинетической энергии, определяются с помощью дифференци-
альных операторов  

 q
T
q
T
dt
dD 

  . 
(9) 
Операторы (9) относительно обобщенных координат системы (с учетом соотношений 
coshк  1; coshn  1; h к = 0; h n = 0) будут иметь вид:  
  ккккк2кккк χχ2χ ууsххmDxк   ;     кy хухуmD ккккккккк χ2sχ     ;    
Dzк = mк z к;   Dк = Ixк к;   Dк = Iyк к;   Dк = Izк ( к +  к);    
Dxn = mn ( x n  xn 2n  + s n  2 n y n    nyn);    
  nnnnnnnnnyn xyxsymD χ2χ     ; Dzn = (m1 + 2mp);   Dn = (Ixn + 2mnp d12)~ n;   
Dn = Izn( n+ n);   Dnj = Iynj nj;   Dynjp = mnjp y njp;   Dynjш = mnjш y njш; 
Dynjо = mnjо y njо; Dznjш = mnjш z njш; Dznjo = mnjo z njo,                                                                       (10) 
 
где mк, mn, min, mp, mш, mo – массы кузова, осей колесных пар, колес, рельсов, шпал и осно-
вания; Ixк, Iyк, Izк, Ixn, Iyn, Izn, Ixnj, Iynj, Iznj – моменты инерции относительно главных централь-
ных осей кузова, осей колесных пар и колес; где  ,    угловые скорость и ускорение, обу-
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словленные криволинейным очертанием переходных или круговых кривых рельсового пути, 
а также неровностями рельсовых нитей в плане, которые определяются согласно выражени-
ям    ,ККχ,ККχ НН   аа   (11) 
где Ka  кривизна проектного очертания рельсового пути в криволинейных участках в 
плане; Kн  кривизна рельсового пути вследствие неровностей пути и стрелочных переводов 
в плане. 
Кривизну рельсового пути и рельсовых нитей  в криволинейных участках Кa можно опре-
делить согласно приведенным в работе [13] соотношениям:  
для прямолинейных участков Кa = 0, для круговых кривых Ka = 1/R,  
для входных переходных кривых ,2sin
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Здесь l 0 , l '0   длина входной и выходной переходных кривых: x 0 , x '0    дуговые коорди-
наты, определяемые соответственно от начала переходной и конца круговой кривых. 
Неровности рельсовых нитей элементов обычного пути в плане Kн можно рассматривать 
как детерминированные неровности в виде косинусоиды, синусоиды или сложной спек-
тральной функции [13]. 
Неровности в плане в виде синусоиды описываются функцией  
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где А 'н , l 'н   амплитуда и длина неровности в пределах периода, а неровности в плане, за-
данные в виде косинусоиды, функцией 
 
 





,,0
0,2cos2 '2'
'2
НГ
НГ
HНГ
НГ
H
t
t
l
t
l
А
K


 
 
(13) 
нг = l 'н /  время движения колесной пары по заданной неровности.  
Потенциальная энергия системы определяется как алгебраическая сумма энергии упругих 
деформаций П1 и изменения энергии П2 вследствие возвышения наружного рельса над внут-
ренним. Потенциальная энергия упругих деформаций системы 
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 (14) 
 
где  kx, ky, kz – жесткости упругих элементов рессорного подвешивания  в продольном, по-
перечном и вертикальном направлениях; kzp, kzш, kzo, kyp, kyш, kyo – приведенные жесткости 
рельсов, шпал со скреплением, основания, балластного слоя и почвы соответственно в вер-
тикальном и поперечном направлениях, а перемещения упругих элементов системы: 
xnj, ynj, znj, znjp, znjш, znjo, ynjp, ynjш, ynjo     
znj = zк + (–1)n l к + (–1) j b(к – n) – n – zn; 
znjp = zn + (–1) j d1n – znjш;  znjш = znjш – znjо;  znjо = znjo;  y n1 = y n2 = yк  – (–1)n lк  – Hoк  – yn; 
ynjp = ynjp – ynjш;  ynjш = ynjш – ynjо;   ynjо = ynjо;  хnj = хк  – (–1) j b(к  – n) – хn,  
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где 2l – база подвижной единицы; 2b – расстояние в поперечном направлении между 
упругими элементами подвижной единицы; 1, 2 – вертикальные неровности рельсового 
пути; Hо – расстояние по высоте от центра тяжести кузова до осей колесных пар. 
Форма вертикальных неровностей, как и горизонтальных, весьма разнообразна [13]. Для 
изолированной неровности уравнение в пределах периода будет иметь вид  
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                    (15)
где Анв – наибольшая глубина вертикальной неровности; lн –  длина вертикальной неров-
ности; нв = lн/ – время движения колесной пары по вертикальной неровности; Тнв= Lр/ – 
период повторения вертикальной неровности с учетом длины рельса между стыками Lр.  
Для рельсовых звеньев 
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где Анвк – амплитуда неровностей различных гармоник; k – количество экстремальных об-
разований вертикальных неровностей; нв – частота воздействия вертикальных неровностей, 
нв = 2 /lн. 
Для стыковых участков  
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2
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а для рельсового пути можно использовать  
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где о(x) – единичная функция: х – текущая абсцисса неровности. 
Потенциальная энергия, соответствующая подъему и опусканию центров тяжести тел си-
стемы при их перемещениях в кривых вследствие возвышения наружного рельса над внут-
ренним,  
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Функция рассеяния энергии системы определяется согласно выражения 
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    (20) 
где Fx, Fy, Fz, Fyp, Fzp, Fyш, Fzш, Fyo, Fzo – силы трения в демпферах сухого трения рессорно-
го подвешивания, подрельсового основания, подпшального основания и почвы выработки в 
продольном, поперечном и вертикальном направлениях; x, y, z, yp, zp, yш, zш, yo, zo – 
коэффициенты вязкого сопротивления для рессорного подвешивания, подрельсового осно-
вания, подшпального основания и почвы выработки в вертикальном и поперечном направле-
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ниях соответственно. 
При движении подвижной единицы по рельсовому пути приращения радиусов кругов ка-
тания колес rnj происходят вследствие поперечных перемещений бандажей колес относи-
тельно головок рельсов. Изменение величины приращения rnj обусловлено коничностью 
бандажей колес,  подуклонкой профиля головки рельсов, изменением зазоров между ребор-
дами (гребнями) колес и головками рельсов в зоне их взаимных контактов. Коничность бан-
дажей колес как в плоскости круга катания, так и в плоскости реборды зависит от степени 
износа колес вагонов. 
Если коничность профиля бандажа не изменяется, а износ имеет место в зоне реборды, то 
изменение радиусов поверхности катания колес определяется согласно выражения [10-13]  
 
    ,2,1,σabs007,0μ1 12*  nnryr njnnjnjnnj   (21) 
 
где   коничность поверхности катания колес; n1, n2  константы, характеризующие сте-
пень износа частей бандажа колеса;  
rnj = 1000[
*
njy   (1) j  sgn *njy ]; 
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где   зазор в межрельсовой колее в пределах линейной части профиля колес, мм. 
Изменение радиусов поверхности катания колес можно найти также из выражения [10-13] 
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(22)
где 1, 2, o, Co   константы, характеризующие профиль колес. 
 
В случае, когда профиль поверхности катания колес в результате интенсивного износа 
имеет криволинейную форму, используется формула [10–13] 
rnj = 1[(1)n *njy  o] abs{ 22 [(1)j *njy o]2 +1}-1/2 + + 1o abs( 22 2î +1)1/2.                   (23) 
С помощью выражений (2223) можно апроксимировать различные формы профиля бан-
дажа колес. При этом значения характеристик n1, n2, , 1, 2, o, Co определяются примени-
тельно к исследуемым параметрам профиля бандажа колеса и новым рельсам. 
Подставив в выражения (24) значения операторов Dq (=1, 2,…, N) в сочетании с уравне-
ниями (2, 3, 4, 9, 10, 14, 19, 20) получим систему уравнений движения обобщенного двухос-
ного вагона. В общем виде уравнение будет иметь вид:  
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Cистема уравнений (25) может быть использована для исследования колебаний, устойчи-
вости движения и нагруженности элементов двухосного вагона со свободно вращающимися 
на осях колесами и путевой структуры с приведенными к каждому колесу тремя сосредото-
ченными массами (см. рис. 1). Если путь представляется в виде одиночных сосредоточенных 
приведенных к каждому колесу масс [13], то уравнения системы (25), соответствующие ко-
ординатам ynjш, ynjo, znjш, znjo, будут отсутствовать, но при этом увеличатся численные значе-
ния mnjp . 
Рассмотрим расчетные схемы, в которых учитываются свободные повороты колес на их 
осях (см. рис. 1, а, б, в), и схемы, соответствующие жесткой насадке колес на оси колесных 
пар (рис. 1, узел А и узел Б). В последнем случае можно использовать также систему уравне-
ний (25), заменив в ней четыре уравнения с координатой nj на два уравнения с координата-
ми n: 
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Оценку расчетных схем исследуемых транспортных систем проведем по показателям, ха-
рактеризующим нагруженность ходовых частей, рессорных комплектов вагонеток и пути в 
вертикальном и поперечном направлениях, и по показателям безопасности движения, в част-
ности, характеризующим устойчивость от сдвига рельсошпальной решетки, обезгруживание 
колес, вкатывание колес на рельсы. Поэтому в качестве критериев для оценки динамических 
показателей исследуемых типов шахтного подвижного состава выберем максимальные зна-
чения сил, действующих на колеса, рессорные комплекты и рельсовые нити в вертикальном 
и поперечном направлениях (соответственно Pnj, Qynj, Fznj, Fynj и Qznjp, Qynjp), поперечных сил 
Qуn, действующих на колесные пары, коэффициентов устойчивости от обезгруживания колес 
kобез, сдвига рельсошпальной решетки kсд и от вкатывания колес на рельсы kвк.  
Рассмотрим результаты расчетов, соответствующие движению по прямой и кривой           
R = 30 м со скоростью 5 м/с для различных расчетных схем двухосной вагонетки ВГ-4,5-750, 
обусловленных степенью их детализации. Каждая колесная пара представлена одним твер-
дым телом или каждая ось и два свободно вращающихся на ней колеса  тремя твердыми те-
лами. 
Для расчетной схемы вагонетки со свободным вращением колес колебания при движении 
по прямолинейному участку пути быстро затухают, а при движении по кривой R = 30 м зату-
хают очень медленно. При этом колесные пары в кривой устанавливаются в положение, при 
котором колесо передней колесной пары, катящееся по наружному рельсу, и колесо задней 
колесной пары, катящееся по внутреннему рельсу, периодически касаются гребнями или вы-
кружками колес головок рельсов, причем наружная рельсовая нить имеет существенно 
большее отжатие, чем внутренняя. 
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Движение по прямолинейному участку пути двухосной вагонетки с жестко насаженными 
на оси колесами характеризуются интенсивными нарастающими колебаниями, т.е. движение 
вагонетки неустойчиво. В кривой R = 30 м движение этой вагонетки также сопровождается 
колебаниями, однако, эти колебания затухают, стремясь к состоянию, соответствующему 
стационарному режиму движения (режиму, при котором скорости и ускорения всех обоб-
щенных координат равны нулю). Отличительной особенностью движения вагонетки с жест-
ко насаженными колесами является то, что в ней колесные пары устанавливаются в кривой в 
хордальное положение, а для вагонетки со свободно вращающимися на осях колесами  в 
положение, приближающееся к состоянию наибольшего перекоса. 
Отметим также, что вагонетка ВГ-4,5-750 со свободно вращающимися колесами выгодно 
отличается от вагонетки с жестко насаженными на оси колесами, так как в первом случае 
прямолинейное и криволинейное движение устойчиво, а во втором  движение по прямой 
неустойчиво. Таким образом, качество движения из условия его устойчивости и установив-
шихся режимов движения в кривых для обеих расчетных схем может быть различным. По-
этому при выборе расчетных схем транспортных средств необходимо учитывать конструк-
тивные особенности, обусловленные креплением колес на их осях вращения. Этот вывод яв-
ляется актуальным, так как в ранее проводимых исследованиях эти конструктивные особен-
ности вагонеток не учитывались (колеса и оси колесных пар представлялись одним твердым 
телом). 
Оценим динамические характеристики двухосной вагонетки ВГ-4,5-750 для двух расчет-
ных схем, соответствующих независимому и зависимому вращению колес на осях колесных 
пар, при вынужденных колебаниях, обусловленных периодическими неровностями пути 
(вертикальными стыковыми неровностями длиной lн = 2 м и глубиной Ан = 0,01 м и горизон-
тальными синусоидальными неровностями длиной в пределах одного периода lн = 3 м и глу-
биной Ан = 0,03 м). 
Результаты расчетов показали, что в прямолинейном участке пути большинство показате-
лей нагруженности ходовых частей и рессорных комплектов вагонеток и пути имеют близ-
кие значения, исключая показатель, характеризующий нагруженность колесных пар в попе-
речном направлении, который ниже для вагонетки со свободно вращающимися на осях коле-
сами примерно на 25%. В криволинейных участках пути радиусом R = 30 м по показателям 
нагруженности и безопасности движения вагонетки со свободно вращающимися колесами 
лучше (разность в показателях достигает 20%). 
Поэтому и для анализа вынужденных колебаний расчетные схемы транспортных средств 
следует также выбирать с учетом конструктивных особенностей, касающихся характера 
крепления колес на осях колесных пар. 
Оценка расчетных схем, соответствующих одномассовой и многомассовой путевой струк-
туре под каждым колесом вагонетки ВГ-4,5-750 показала, что из условий нагруженности по-
казатели отличаются на 5,3%, а из условия безопасности движения не больше, чем на 10,6%.  
Рассмотрим влияние неровностей пути вследствие их накопления и отступлений от про-
ектного положения оси пути. 
Оценка влияния на нагруженность и безопасность движения вагонетки длин lн и глубин Ан 
вертикальных неровностей пути в интервале lн = 110 м и Ан = 0,0050,025 м показала, что 
наиболее опасными являются вертикальные неровности пути протяженностью lн = 14 м и 
глубиной Ан  0,01 м, которые должны устраняться в процессе эксплуатации в первую оче-
редь. 
Полученные в процессе проведения расчетов зависимости показателей нагруженности и 
безопасности движения вагонетки ВГ-4,5-750 при   = 5 м/с от длины и глубины (lн и Ан) 
горизонтальных неровностей (lн = 110 м, Ан = 0,0050,060 м) показали, что при длине го-
ризонтальной неровности равной lн  5 м имеет место явление резонанса (рис. 4), при кото-
ром принятые показатели имеют максимальные значения. В этом случае частота вынужден-
ных колебаний, равная  1 герц, близка к частотам собственных колебаний бокового относа 
231 
и боковой качки кузова вагонетки, равным  1,1 герца. При этом на рис. 4 показаны зависи-
мости максимальных значений вертикальных нагрузок и коэффициентов обезгруживавия ко-
лес от длины горизонтальных неровностей прямолинейного пути: а  нагрузки на колеса, б  
нагрузки на рельсы, в  нагрузки на упругие элементы вагонетки, г  коэффициенты обез-
груживания колес, а 1, 2, 3, 4, 5, 6  глубины горизонтальных неровностей соответственно 
0,005; 0,010; 0,015; 0,020; 0,030; 0,060 м. 
 
 а 
 б 
 в  г 
 
Рис. 4 – Резонансные явления 
 
Возможность появления резонанса была показана также для случая движения вагонетки 
со скоростью 3 м/с по пути с горизонтальными и вертикальными неровностями lн = lн = 3 м, 
т.е. в случае, когда  / lн   (  частота собственных колебаний вагонетки). При этом не 
обеспечивается безопасность движения даже при небольшом значении глубины неровностей 
Ан. 
Аналогичные результаты исследований получены также для двухосной вагонетки типа  
ВГ 3,3-900 [13]. Зависимости наибольших вертикальных и поперечных сил взаимодействия 
колес и рельсов от длины вертикальных и поперечных неровностей для прямолинейных и 
кривоинейных участков пути показаны на рис. 5–7.  
Из установленных зависимостей (рис. 5, а, б, в, г) видно, что наибольшие значения верти-
кальных и поперечных сил взаимодействия колес с рельсами отмечены в интервале верти-
кальных неровностей lн < 2,0 мм. Эти силы увеличиваются с уменьшением длины неровно-
сти, причем на их значения влияет глубина неровностей Ан при малых длинах неровностей lн. 
Влияние параметров поперечных неровностей на нагруженность ходовых частей вагонетки 
ВГ 3,3-900 имеет несколько иной характер, чем вертикальных неровностей, а максимальные 
значения вертикальных и поперечных сил (рис. 5, д, е, ж, з) имеют место в интервале             
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'
нl =1,0-6,0 м. При этом явление резонанса может возникать при 
эксп'
нl   ( эксп  – эксплуата-
ционное значение скорости) при коротких неровностях. 
 
 
 
 а  б 
 д  е 
 в  г 
 ж  и 
а, в, д, ж – вертикальные силы, б, г, е, и – поперечные силы; 1, 2, 3, 4, 5 – глубина вертикаль-
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ной неровности 0,005; 0,010; 0,015; 0,020; 0,025 м соответственно 
Рис. 5. Зависимости наибольших вертикальных (а, б, в, г) и поперечных (д, е, ж, и) сил взаи-
модействия колес и рельсов от длины вертикальных неровностей прямолинейного (а, б, д, е) 
и криволинейного (в, г, ж, и) участка пути 
 а  б 
 д  е 
 в  г 
 ж  и 
а, в, д, ж  прямолинейный участок пути, б, г, е, и  криволинейный участок пути (R = 30 м); 
1, 2, 3, 4, 5  глубина неровности  0,005; 0,010; 0,015; 0,020; 0,050 м соответственно 
Рис. 6. Зависимости наибольших значений коэффициента обезгруживания (а, б, в, г)  и 
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наименьших значений коэффициента вкатывания колес (д, е, ж, и) от длины вертикальных 
(а, б, д, е) и поперечных (в, г, ж, и) неровностей прямолинейного (а, в, д, ж) и  криволиней-
ного (б, г, е, и) участков пути при скорости 5 м/с 
соответственно соответственно  
, м/с
 
а 
 
, м/с
 
б 
, м/с
в 
а  kобез max f(), б  kсд max f(); в  kвк max f(); 
1, 2  прямолинейный и криволинейный 
участки пути (R = 30 м) 
Рис. 7. Зависимости значений коэффициентов 
обезгруживания колес (kобез), коэффициентов 
устойчивости при сдвиге пути (kсд) и вкаты-
вании колес на рельсы (kвк) от скорости дви-
жения 
 
 
Из графиков зависимостей максимальных значений коэффициентов обезгруживания kобез 
от величин неровностей lн , 'нl , Ан, 'нА    видно, что коэффициенты обезгруживания колес мо-
гут достичь недопустимых для безопасности движения значений (kобез ≥ 0,7). 
Из характеров зависимостей коэффициентов устойчивости от вкатывания на рельсы (kвк)  
от величин неровностей lн , 'нl , Ан, 'нА    (рис. 6, д, е, ж, з) видно, что с уменьшением длины не-
ровностей 'нl  и с увеличением ее глубин 'нА  значения kвк  достигают величин, меньших нор-
мативных (kвк ≥1,5). При этом устойчивость от вкатывания колес на рельсы не обеспечивает-
ся при движении вагонетки по коротким неровностям ( 'нl  ≤ 4,0 м) и большой глубины 
( 'нА ≥0,020 м). Эти неровности должны своевременно устранятся в процессе эксплуатации. 
Из графиков зависимости экспериментальных значений показателей безопасности движе-
ния (рис. 7 а, б, в)  от скорости движения вагона видно, что на прямолинейном участке пути   
коэффициенты обезгруживания колес (kвк), устойчивости от сдвига пути (kсд) значительно 
возрастают при скоростях движения более 3,0 м/с. При этом некоторые показатели kсд, kобез, 
kвк, характеризующие устойчивость транспортной системы, достигают при скоростях более 
6,0 м/с предельно допустимых значений (kсд ≤0,4; kвк ≥1,5). В кривых участках пути эти пока-
затели достигают предельно допустимых значений в интервале скоростей   > 3,0 м/с. 
Сравнительная оценка нагруженности и безопасности движения вагонов со свободным 
вращением и жесткой насадкой колес при вынужденных колебаниях, обусловленных перио-
дическими неровностями пути показывает, что разница  показателей нагруженности для 
обеих расчетных схем, в которых каждая колесная пара представлена как одно и как три 
твердых тела (ось и два колеса), достигает до 66 % при прямолинейном движении и около   
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35 % при движении по кривой R =30,0 м. Наибольшие расхождения показателей безопасно-
сти наблюдаются при прямолинейном движении до 61 % и при движении по кривой    
R =30,0 м до 35 %. 
Следовательно, в расчетных схемах двухосных вагонеток нельзя допускать упрощений, 
связанных с отклонениями от конструктивных особенностей вагонов.  
Более полная информация о результатах исследования взаимодействия двухосных вагонов 
и рельсового пути представлена в работе автора [13]. 
Выводы. Разработаны алгоритмы и эффективные математические модели для исследова-
ния механики взаимодействия вагонов со свободной и жесткой насадкой колес на осях ко-
лесных пар и инерционного, упруго-диссипативного рельсового пути и стрелочных перево-
дов с горизонтальными и вертикальными плавными и ступенчатыми неровностями. 
Представлены новые методы и определены показатели нагруженности, колебаний и 
устойчивости двухосных вагонов со свободной и жесткой насадкой колес с путевой структу-
рой, имеющей отклонения в плане и профиле рельсовых нитей. 
Установлено явление резонанса, обусловленное близостью частот вынужденных колеба-
ний и частот собственных колебаний двухосных вагонов, а также критические скорости ва-
гонов в безопасном режиме движения. 
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